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56. MM. L. MARCHLEWSKI m, t. et J. |ROBEL. Studya nad chlorofilem. 
(Studies on colouring matters of the chlorophyligroup), (Etudes 
sur les chlorophylles). 


In continuation of the researches of one of us in connection 
with the chlorophylls and their derivatives we have obtained re- 
sults on which we wish to report in this preliminary note. 

By the treatment of a crude solution of the chlorophylls in 80%, 
alcohol with gaseous hydrochlorie acid a black-brown sediment is 
formed, which has been used by E. Schunck and one of us for the 
preparation of various chlorophyll derivatives. The sediment itself 
did not at the time invite closer investigations, it could not be ob- 
tained in the crystallized state. Its general character reminded very 
much of Hoppe-Seylers chlorophyllan. 

This year appeared an article by Willstätter on chlorophyll, 
which forms a euntinuation of his very remarkable researches on 
this subject. The author described a substance under the name of 
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phäophytine, which is formed by the action of oxalic acid on crude 
chlorophyll solutions. The properties described of phäophytine agree 
so well with those of the sediment mentioned above that there could 
not in our minds remain any doubt that the two substances must 
. be identical. In order to prove this identity absolutely, we have 
prepared phäophytine and the hydrochloric sediment from maple- 
leaves and compared the two. Both products were purified by 
a method often used by Schunck and one of us for the purifica- 
tion of chlorophyll derivatives, namely by precipitating their chlo- 
roformie solutions with alcohol of 969/,. The elementary composi- 
tion of both substances was found to be identical, a fact which is 
however not sufficiently convincing. More weight carry the follo- 
wing facts. The physical and chemical properties of both substances 
are exactly alike. The solubilities, behaviour at elevated temperatures, 
fluorescence and spectra are in all details the same. The spectrum 
of our phäophytine-preparation does not however agree in several 
small details with the one described by Willstätter. 

We are however for the present not prepared to vouch for the 
uniformity of both substances. It is true, the analyses of various 
preparations agree well and samples do not change their composi- 
tion on further purifications by means of chloroform and alcohol, 
but the composition of various chlorophyll derivatives is so very 
similar that the constancy of composition of a preparation of this 
kind does not. to our mind, prove its homogenity. Phäophytine yields 
under the treatment of cone. hydrochloric acid phyllocyanine and 
phylloxanthine, so does also, as is well known, the hydrochloric sedi- 
ment, which for the sake of brevity, we shall call in future phyllo- 
gene. It was interesting to settle the question whether phyllogene 
contains phylloeyanine and phylloxanthine in the free state or whe- 
ther these products are formed by the further action of hydrochloric 
acid in cone. solutions, a question which is of course closely con- 
nected with the discussed uniformity, or otherwise, of phyllogene. 
It was easy to prove that in the case of phyllogene prepared with- 
out the application of high temperatures, for instance by the treat- 
ment of concentrated crude chlorophyll solutions in 96%, aleohol 
with a 109/, hydrochloric acid, a product dech el which actually 
does not contain any phyllocyanine. 

Phyllocyanine may be extracted from its She solution com- 
paratively easily with 15%, hydrochloric acid. The ethereal solution 
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of phyllogene under these conditions does not give off any colour. 
Even a 20"/, acid remains nearly colourless, but a 28°/, acid gets 
coloured very strongly. Another interesting and important question: 
whether phyllogene does not contain phylloxanthin in the free state, 
could also be solved with comparative certainty. Phylloxanthine 
dissolves somewhat in 20°/, acid. easier in 24°/, acid, whereas an 
ethereal solution of phyllogene gives off searcely any colour to 
a 249/, acid. We have found that phylloxanthine is able to form 
metallic salts in exactly the same manner as phylloeyanine although 
in some cases the reaction is rather slow. It has been found for 
instance that phylloxanthine reacts with zine hydroxide in the pre- 
sence of carbon dioxide. yielding a compound similar to that de- 
scribed by Schunck in the case of phyllocyanine and which may 
be eompared with the interesting substances obtained by Siegfried 
by acting on amino acids with baryum hydroxide and carbon dioxide. 

Cone. hydrochloric acid acting on phylogene produces besides 
a large amount of decomposition products, which cannot be puri- 
fied, phyllocyanine and phylloxanthine. In order to decide the ques- 
tion whether under such conditions several phyllocyanines are 
formed, we have poured the hydrochloric acid solution into a large 
excess of water, extracted with ether, filtered the ethereal solution 
and treated the latter successively with 5, 10, 15, 20 and 27.70/, 
hydrochloric acid. The two weaker acids did practically extract 
no colouring matter, the third extracted the chief amount of phyllo- 
cyanine present,whereas the 200/, acid extracted a mixture of phyllo- 
xanthine and perhaps some unaltered phyllogene. The ether left 
after extracting it with 20°/) acid contained chiefly phylloxanthine 
which could be extracted with 28.7°/, hydrochloric acid. The isola- 
tion of the respective colouring matter was carried out in the us- 
ual way, viz. after diluting the acid solutions with water by 
extraction with ether, evaporating the latter and crystallising the 
free colouring matter from a suitable solvent. The colouring matters 
taken up by the 209/, acid. were treated again with conc. hydro- 
chlorie acid, and in this manner a further quantity of phylloeya- 
nine and phylloxanthine were obtained. 

Next to the phyllocyanine described by E. Sehunck it was im- 
possible to isolate another colouring matter of similar properties. 
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57. M. K. ZORAWSKI m. e. O pewnym związku dotyczącym równań róż- 
niczkowych cząstkowych rzędu pierwszego. (Uber eine die par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung betreffende Re- 
lation). (Sur une relation concernant les équations aux dérivées partielles 
du premier ordre). 


In der Note „Aufstellung einiger Krümmungsformeln, die Inte- 
gralflächen partieller Differentialgleichungen erster Ordnung be- 
treffen“ habe ich +) unter Anderem durch Benützung der Gleichungen 
von Gauss und Mainardi-Codazzi eine Relation aufgestellt, 
der die Normalkrümmung orthogonaler Trajektorien von charakte- 
ristischen Kurven auf Integralflächen partieller Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung genügt. In dem gegenwärtigen Beitrag wird 
eine diese Differentialgleichungen betreffende Zuordnung erörtert 
und die obenerwähnte Relation in Verbindung init dieser Zuord- 
nung und unabhingig von den Gleichungen von Gauss und 
Mainardi-Codazzi abgeleitet. 

1. Es seien x, y. 2 rechtwinklige Punktkoordinaten im Raume; 
man nehme die Bezeichnungen: 


ARE 
p ox? q- dy’ 
022 0%2 e?z 
"= 5x ?— gay" Zu? 


an und man betrachte die Schar von partiellen Differentialglei- 
chungen: 


(1) F (x, y, 2, p, q) = 6; 
wo c eine willkürliehe Konstante bezeichnet. Es wird vorausgesetzt, 
daß die Beziehung (1) in der Tat mindestens eine der Größen p 
und g enthält. 

Wir betrachten ferner die Beziehung: 
(2) z = w (x, y, a, b, c) 


wo a,b zwei weitere voneinander und von ¢ unabhängige willkür- 
liche Konstanten bezeichnen und wir setzen voraus, daß diese Be- 
ziehung bei beliebigem Werte von c eine vollständige Lösung der 


1) Archiv der Mathematik und Physik. III Reihe. Band XI. S. 197—205. 
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Differentialgleichung (1) ist. Der Kürze halber werden wir jede 
solche Beziehung (2) als Lösung L der Gleichung (1) bezeichnen. 
Diese Lösung bestimmt co? Flächen im Raume und wir wollen 
zwei Lösungen L dann und nur dann als voneinander verschieden 
betrachten, falls sie zwei voneinander verschiedene Scharen von 
oo? Flächen definieren. Es sind also die Lösungen (2) und 


(3) 2 = w (x, y, a’, b,c) 


dann und nur dann miteinander identisch, wenn man a’ und b’ in 
solcher Weise als Funktionen von a, b,c bestimmen kann, daß die 
Beziehung (2) in die Beziehung (3) übergeht. 

Es sei jetzt eine bestimmte Beziehung (2) vorgelegt, die eine 
Lösung L der Gleichung (1) definiert. Für diese Lösung L können 
aus (2) die Größen p, q, r, s, £ als Funktionen von x. y und a, b. c 
bestimmt werden. Die Beziehung (2) und die Ausdrücke für p 
und q, welche auf diese Weise erhalten werden, erlauben ihrerseits 
a, b. c als Funktionen von z, y, z, p, q zu bestimmen. und wenn 
man diese letztere Funktionen in die früheren Ausdrücke für 
r. s, t einsetzt, erhält man für r. s, ¢ bestimmte Funktionen von 
x, y, 2. p, q. Diese Funktionen hängen offenbar von der Wahl der 
Lösung L ab, sind aber von der Art, in welcher die willkürlichen 
Konstanten a, b in (2) auftreten, unabhängig. Wenn man ferner 
die Bezeichnungen: 


Gelee SÉ 
List FE 


einfübrt, so wird man leicht einsehen, daf die erhaltenen Funktio- 
nen für r, s, t die Beziehungen: 


(4) 


P(F)=0, Q(F)=0, 
P()-—Q(), PO) 


befriedigen. Es sind also für eine vorgelegte Lösung L die Diffe- 
rentialquotienten r, s,¢ bestimmte Funktionen von x, y; 2; p; 9, welche 


den Beziehungen (5) genügen. 
Es ist nun anderseits leicht einzusehen, daß wenn man für 


r, s, t bestimmte Funktionen von z, y, 2, p. q wühlt, die den Be- 


(5) 


rcin.org.pl 


1042 


dingungen (5) genügen, die zugehörigen Integralflächen der Schar 
von Differentialgleichungen (1) eine bestimmte Lösung L bilden. 
In der Tat müssen die genannten Integralflächen das System: 


dz = pdz + qdy. 
(6) dp = rdx + sdy, 
dq = sdx + tdy 


befriedigen. Dasselbe ist infolge der Beziehungen (5) unbeschränkt 
integrabel und ein Integral desselben ist F. Das System von Inte- 
gralgleichungen des Systems (6) kann in der Form: 


D (x, Us 2; Ps q) — 4, 
(7) y (£, Ys 2 p, q) =b, 
E (x, Y, 2; p. q) — C;, 


geschrieben werden, wo die Funktionen ®, W, F in bezug auf 
2. p, q unabhängig sind. Aus den Gleichungen (7) folgt eine Be- 
ziehung: 


z = w (x. y, a, b, c), 


welche eine Schar von co? Flächen definiert. Die Art, in welcher 
die willkürlichen Konstanten a, b hier auftreten, hängt von der 
Wahl der Integrale Ø und D ab, die Flüchenschar jedoch, d. h. 
die Lösung L ist von der Wahl dieser Integrale unabhängig. Es 
gehört also zu den vorgelegten Funktionen r, s, t von z, y, 2 p, q, 
die den Beziehungen (5) genügen, eine bestimmte Lösung L der 
Schar von Differentialgleichungen (1). 

In den soeben betrachteten Sätzen ist eine gegenseitige Zuordnung 
der Lösungen L der Gleichung (1) und der Funktionen v, s, ¢ von 
x, Y, 2, p, q, welche die Beziehungen (5) befriedigen, erörtert worden. 
Wir beabsichtigen nun aus dieser Zuordnung eine andere abzuleiten, 
in welcher an Stelle r, s, # eine Größe auftritt, die eine unmittelbare 
geometrische Bedeutung besitzt. Die Umgestaltung der betreffenden 
Bedingungsgleichungen bildet nämlich den Zweck der vorliegenden 
Abhandlung. 

2. Wir setzen jetzt voraus, daß die Charakteristiken der Diffe- 
rentialgleichungen (1) im allgemeinen keine Minimalkurven sind 
und wenden alle Bezeichnungen der früher erwähnten Abhandlung 
an. Wir werden in der Folge die Formeln dieser Abhandlung in 
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der Weise zitieren, daß wir der betreffenden Zahl den Buchsta- 
ben A hinzufügen. 


Wenn die Kurvenscharen 7 und 2 der erwähnten Abhandlung 
Scharen der Krümmungslinien sind, so sind », und n, Hauptnor- 
malkrümmungen, die wir h, und h, nennen wollen. Bei der ange- 
nommenen Bezeichnungsweise befriedigen diese Hauptnormalkrüm- 
mungen die Gleichung zweiten Grades: 


Ht? + [+ Pr pgs ++) Hh rt = 0, 
man hat folglich: 


hy hy = — gs dr pgs +a, 


hy By = m (rt s). 


Es ist aber bekanntlich: 
Ny F n = h he, Ny ng — M? = hy h, 
es folgen also die Beziehungen: 


(1+9 r — 2pqs + (1 + p?) t + H? (n4 + n) = 0. (8) 
rt — s?— H+ (n,n, — m?). (9) 


Diese Beziehungen könnten wir auf Grund der Formeln unserer 
früheren Abhandlung aufstellen, ohne uns auf die benützten flächen- 
theoretischen Relationen zu berufen; darauf gehen wir aber nicht 
näher ein. 

Man betrachte nun das System von drei Gleichungen von denen 
eine die Relation (8) ist und die beiden anderen die zwei ersten 
der Bedingungen (5) sind, d. h. man betrachte das System: 


Fur + Fs LEGES =0, 
Es ER a =0, | DÉI 
(1+ 9*)r— 2pqs+ (1+ p?) t+ Hm T na) = 0. 
Für eine gegebene Funktion F sind alle hier vorkommenden Grü- 
fen mit Ausnahme von r, s, t, n, vollständig bestimmte Funktionen 


von z, y, z. p, q. Nimmt man nun für r, s, ¢ solehe Funktionen 
von z, y, 2, p, q an, welche die zwei ersten Gleichungen dieses 
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Systems befriedigen, so bekommt man für n, eine vollständig be- 
stimmte Funktion von x, y, 2, p, 9. Wenn anderseits n, eine vor- 
gelegte Funktion von x, y, 2, p, q ist, so können aus dem Syste- 
me (10) für r, s, ¢ vollständig bestimmte Funktionen von x, y, 2, p, q 
erhalten werden, da die Determinante: 


E, F, 0 
0 po gu. KE 


Dis g? Cee pa fua 


nicht identisch gleich Null ist. Daraus folgt, daß in der Zuordnung, 
die unter 1 betrachtet wurde, an Stelle von r, s, £, die die zwei 
ersten Gleichungen des Systems (10) befriedigen, die Normalkrüm- 
mung n eingeführt werden kann. Die Funktionen r, s, ¢ mußten 
dabei die zwei letzten der Bedingungen (5) erfüllen. Es fragt sich 
also, wodurch diese letzten Bedingungen bei Einführung von ng 
zu ersetzen sind. 


Diese Frage läßt sich leicht beantworten. Man führe nämlich 
an den Relationen (10) die Operationen Pf und Qf aus; es folgen 
die Beziehungen: 

| KAT +P, = 90, 
EPG) EP +B=0, 
(1 3- q*) Pe) — 2pgP(s) +A +P) PO + Ps = 0, 
F, Q(r) + F, 9 (s) + 9, =0, 
FQ RN  --9,—0 
(+ 9°) Q(r) — 2pq Q(s) 3- (1 +p) 20 Q= 0, 
wo P und Q mit verschiedenen Indices folgende Größen bezeichnen: 
P, = P(F, + p F) + P(E)r + P(F))s, 
P, = PUE + E.) + P(E)s + PEt, 
P; = P(H* (n, + ng) + 2p (rt — s?) 
Q = OF. + p F) + QU) r OUR 
Q = Q(F, 4- a FJ) + QUI) s + OF) f 
Q; = Q (H? (n, + n)) + 2 q (rt — s?). 


Aus der zweiten und der vierten von den Gleichungen (11) folgt; 


(12) F,[P(s) — 9(7)] + FRIPO — Q(s) — 0, 


(11) 
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P, TS Qi = 0, 
worauf wir nicht eingehen. Man multipliziere ferner die sechs Glei- 
chungen (11) der Reihe nach mit folgenden Faktoren: 


us c Pq: Ms Pq; Ae (14-5, I 
und bilde die Summe der erhaltenen Relationen. Es ist leicht zu 


sehen, daß man auf diese Weise mit Hilfe der Bezeichnungen (5, A), 
in welchen a, b, c durch o, b, c zu ersetzen sind, die Relation: 


— b [P(s) — Q()] + a [PO — 9(9] = 
—(1-F 49?) P —pa(Ps+ 9) ++ p*) Où — 
— (F, P, + F, Qs) (13) 
erhält. Da nun 
aF, +bF, = R 


von Null verschieden ist, so folgt, daß den zwei letzten der Rela- 
tionen (5) die Relation: 


(1 -F g*) P, — pq 05 + &) HU +p?) A (14) 
A? (CE, Ps + #,9) = 0 


äquivalent ist. Diese Relation ist eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung in bezug auf n, Da nun für Integralflächen einer 
partiellen Differentialgleichung die Größe n, die Gleichung (19) 
der oben erwähnten Abhandlung befriedigen muß, so sieht man, 
daß sich diese Gleichung (14) auf die genannte Form (19) bringen 
läßt. Es scheint von Interesse zu sein, diese Umformung der Re- 
lation (14) durchzuführen, und damit beschäftigen wir uns in den 
folgenden Nummern des gegenwärtigen Aufsatzes. 

3. Wir haben in den zwei ersten Nummern die Symbole P (f) 
und Q(f) gebraucht. Anderseits haben wir in der früher erwühn- 
ten Abhandlung mit den Symbolen W,(f) und W,(f) zu tun 
gehabt. Wir werden noch weiterhin die Bezeichnung: 


ie d 
(e äer Fs, 


gebrauchen und zuerst die Beziehungen ableiten, die zwischen die- 
sen fünf Symbolen bestehen. 
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Auf Grund der Bezeichnungen (4) und unter Berücksichtigung 
der zwei ersten der Gleichungen (10) bekommt man: 


d d 
"EC ns 


— p E) (dea E). 


man erhält also die Beziehung: 


(18) F, P(f)d- F, Q(f) = Wi (7). 


Man bemerke ferner, daß 


daD demnach auf Grund der Formeln (6, A) und der Formeln 
(14, A) die Beziehungen: 


(16) as — b r = H? (am + H F, n), 
a t — b s = H? (b m — H F, m) 


sich ergeben. Es ist aber 


dE EE HA EE EE 


SEET d 


und wenn man berücksichtigt, daß 
aq—bp-t, 


und die Beziehungen (16) ausnützt, so kommt man leicht auf die 
Beziehung: 


(17) b P(f)—aQ(f) = W,(f) — Bn, (ES) 


Wenn man die Relationen (15) und (17) in bezug auf P(f) 
und Q() auflost. so ergibt sich: 
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P(A)= Fale Wi (N+ F, (Wy) — H* n, E f) 


: | (18) 
Q(f) = gi V6 Ws (f) — EF, [We (f) — H* n, \F f). 


AuBer den hier benützten Symbolen scheint es für die Durch- 
führung der Rechnungen vorteilhaft zu sein, noch zwei weitere 
Symbole einzuführen. Wir wollen nämlich die Bezeichnungen: 


U (f) — (1 +p?) Q(f) — pa PP), 
V(f)—( 8?) P (f) — pq Q(f) 


gebrauchen und diese neuen Symbole mit W, (f), W, (f) und (F, f) 
in Verbindung setzen. Man sieht leicht ein, daß die Beziehungen: 


Arie HK, 


2 -r4)0—pgb = H* F, e 


stattfinden und man kommt mit Hilfe derselben auf Grund der 
Formeln (18) auf die Ausdrücke: 


U(f)— ud? F W 1 (f) dx [W (f) = 5 1 No (F, JU (20) 


V(f) — gs (E? F, Wa (f) + 6 IW, (A) — HP m (F, f) 


Die unter 2. abgeleitete Bedingung (14) läßt sich mit Benützung 
der Symbole U(f), V(f) und W, (f) folgendermaßen darstellen: 


FUSCE PPG eg e 
+rV(E,)-+sV (0) +s U(F) +t Ur) — 
— W, (Us (n, + n9] —2(p F,--qF)(rt—52)—0. (21) 


Wir wollen unsere Aufgabe der Umformung dieser Bedingung 
in der Weise genauer formulieren, daß wir diese Bedingung wo- 
EES dureh Anwendung der Größen nı, m, ny und der Symbole 

H. (f), W(f), F(f) darzustellen suchen. 

4. Man wende sich zuerst zu den Formeln (9, A) und (10, A). 
Es folgen aus ihnen durch Auflösung die Werte: 


F, + p F, — H (an, + H F,m), 


(22) 
F, + q F, = H (b m — HF,m). 
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Man führe ferner die folgenden neuen Bezeichnungen ein: 


p F,4-4F,-—h 
F, W, (E) — F, W, (F) =, F, W, (E) — F, W, (F) = th, 
a W, (F, pu MAE a) = w 0 W, ( dh MEME 2 ( F) =, 
FEROS A Ae ee PAR 


g pq 
== BUR, KN  F,(F, F)= 9. 
Mit Hilfe dieser und der früheren Formeln soll jetzt die Um- 
gestaltung der Summe: 


(23) V (F+ p E) + UE, + q E) 


unterhommen werden. Setzt man in dieselbe die Werte (22) ein, so 
gelangt man zu dem Ausdrueke: 


[a Y (H) +6 U(H)] m +2 HIF, V (H) — F, U(H)) m+ 
+ HIVO + UC) + HV, — UE) m + 
+ Hla V. (n) + Um] + EP LE, Y (m) — F, U (m) 

Auf Grund der Beziehungen, welche unter 3. angegeben waren 
und mit Hilfe der eingeführten Bezeichnungen können die sämtli- 
chen eckigen Klammern des letzten Ausdruckes in einer anderen 
Form dargestellt werden. Man gelangt nämlich mit Leichtigkeit zu 
folgenden Formeln: 

a V(H)+ 06 U(H) = HE W,(H), 
F, V(H)-— #, U(H) = i MET H* cn, 


V (2) J- U() s Us, MAK, W (+ EM — 


Ban (9] — A D (F, a) — a (BF, Ria, 
V(F)—U(F) SE? uim — el F) +0, F np 


a V (n) + b. U (n,) = H? W, (m), 
F, V (m) — F, U (m) = W, (m) —H*(F,m)n,. 


Wir wollen die drei ersten derselben anders darstellen. Man 
bekommt leieht die Formel: 


W, (H) = — EE 40,2 - a E) 
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und wenn man in dieselbe die Werte (22) einsetzt und berück- 


sichtigt, daß 
ap+bg=hH:, 
so wird: 
W,(H)=H(om—hHn,); (24) 
wir erhalten daher die Formel: 
aV (HJ) +b U(H) = H?(cm — h Hn). 
Es leuchtet ferner ein, daß 
W, (H) = — h H? m, 
und man gelangt zu der Formel: 
F, V (H) — F, U(A) = H? (cn, — h H m). 


Nunmehr betrachten wir den Ausdruck, den wir für V (a) + U (b) 
erhalten haben. Wir erhalten zunächst die Formeln: 


Wi (2) — Q -- 9?) W, C) 3- p 9 1 (0) — 
— (2 p F, +9 F) (F+ p E) — p F,CF, + q FJ), 
Wi) — pa W (E) + (+ 9) Wi (E) — 
—4 E,(F.-- p E) — (p F,-- 24 F)(F, Ha F) 
und wenn wir die Formel (9, A) benutzen, so ergibt sich: 
E,W,()--F,W,()2*-—2hHRB?n,. (25) 
Man erhalt ferner mit Leichtigkeit die Ausdrücke: 
W, () 2 4-2?) W, G^) -- p à Ws (F)) — 
— H? m |? p ü Ve ZA q+} p) Lët 
W, (b) = p q Ws (F) + 2-1 9) We — | 
— H? m (2 qb F, +g- bp) Ej] 
und wenn man einerseits die Relation: 
af, +6 F= Ji 
und anderseits die Relationen (19) beachtet, so kommt man leicht 
zu der Formel: 


b W, (a) — a W, (6) = H? u, + H* BR? mc. (26) 
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Es sei noch bemerkt, daß die Formeln: 


(F, a) = (1 + p?) (F, E) + p 4 (F, F, eh 
(F, 0) = p g (F, F) F +e) (F, F) —h F, 


stattfinden und daß man auf Grund derselben mit Hilfe der Rela- 
tionen (19) zu der Formel: 


(27) b (F, a) — a (F, b) = h R? + H? Q 
gelangt. Auf Grund der erhaltenen Formeln (25), (26) und (27) 
ergibt sich jetzt: 
, H* 
V (a) + U (b) = gs (i us) — 2h H?n, + H*tm — 
H? 
qu cp uar E Q) na. 


Die sämtlichen erhaltenen Resultate ermöglichen uns einen Aus- 
druck für die Summe (23) zu gewinnen. Und zwar ergibt sich: 
FOR + p F) + U (F, + q F) = 2 H*c m (n, 4- nj) + 
— A (v, + ug) n, — h H+ (34? + 2 m? En na) — CN Q n4 ny + 
F5 n — H?u, — H* (a(F, F,) + 6 (F, F)) n;] m + 
(28) + H? [H W, (n;) ++ W, (m) — H*(F, m) ng]. 


Auf Grund dieser Formel und einiger weiterer Rechnungen 
gewinnt man ohne Schwierigkeit die gewünschte Form der Rela- 
tion (21). 

5. Wir wenden uns jetzt zur Berechnung der Summe: 


(65) + sU) + s V (E) +t UF) 


Auf Grund der Formeln (20) kann man diese Summe folgen- 
dermaßen darstellen: 


as (Fp S EQW, W, (E) +a E E, + £F) WR) + 
Hibros, (E) — H? n, (F, F,)| + 


+ qa (© s — a 0, (F) — H* m (E, E). 
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Es ergibt sich somit mit Hilfe der Relationen (10) und (16) die 
folgende Formel: 


rV (E)-EsU(E) + sY(F)--tU(F)— 


Hs H 
SEE R? Q 1° PA PR? (v Ny E Ug Ny) PE 
H* 
—» [vs + H? u, — H? (a (F, EF) + 6 (F, Eu No] m (29) 


Zuletzt sollen noch jene Glieder umgestaltet werden, die in der 
dritten Zeile der Bedingung (21) stehen. Mit Hilfe der Formeln 
(24) und (9) ergibt sich: 


W, LH? (n, + na) + 2(p F, +q EF) (rt — s) = 
= H? W, (m + ng) + 3 H? € m (n4 + ng) — 
— hH* (8 m? + 2 m? + n, ng) (30) 
Die Formeln (28), (29) und (30) erlauben nun der Relation (14) 
die gewünschte Form zu geben. Wir erhalten die Beziehung: 


2 
HW, (ng) BE W, (m) reed U, N, + 2 A Uy m — 
4 
+ Hcmn, + [He (F, m) + Fm + oy Om, + 
Ht 
DOTT AT Sees a 
+ H cm] ns Bs D mS 0. 31) 


Man kann sich leicht überzeugen. daß diese Relation mit der 
Relation (19, A) tatsächlieh übereinstimmt. Mit Hilfe der Bezeich- 
nungen der gegenwärtigen Note erhält man nämlich für die in 
der oben citierten Abhandlung angeführten Größen a, ß, y, 6 die 
folgenden Ausdrücke: 


y, C 
net pr ET DAS 
v 1 HE cm 
= (Em) + pate gs Om TR? 
1 1 H Cn, m 
I= Mm) — git m+ Pigh m dg ; 


aus welchen folgt, daf die Relation (14) in der Form: 
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(82) Wu) + Bm? + ym + 0 —0 


dargestellt werden kann, d. h. daß sie in der Tat mit der Relation 
(19, A) übereinstimmt. 

Nun kehren wir noch zu den Betrachtungen zurück, die unter 
1. und 2. angeführt waren. In der oben erörterten Zuordnung 
einer Lösung L zu einem Systeme von Funktionen r, s, £, welche 
die Bedingungen (5) erfüllen, können diese Funktionen r, s, £ durch 
die Normalkrümmung n, ersetzt werden, die der Gleichung (32) 
genüge leistet. Man kann somit sagen, daß jeder Lösung L eine 
Normalkrümmung n, entspricht, welche eine bestimmte Funktion 
von z, y, 2, p, q ist, die der Gleichung (32) genüge leistet und 
umgekehrt, daß jeder Normalkrüminung »,, die eine bestimmte 
Funktion von z. y, 2, p, q ist und die Gleichung (32) befriedigt, eine 
bestimmte Lösung L angehört. 


58. M. W. SIERPINSKI. O rozwinieciu wyrażenia Ja na iloczyn nieskon- 


czony. (Sur le développement de Vexpression Va en un produit 
infini). Mémoire présenté par M. 8. Zaremba m. c. 


Théorème. Soit o un entier, supérieur à l'unité et z un nom- 
bre réel vérifiant la condition: x < 1. 
Nous aurons: 


t(a,k).x 
(1) p= ee) 
k=1 

en désignant par 7 (a, k) une fonction numérique des deux varia- 
bles a et k, égale à 1 — a ou à l'unité, suivant que l’entier k est 
divisible par « ou ne l'est pas. 

Démonstration. 

Nous avons, comme on sait (Euler, Gauss), pour toute valeur 
réelle et supérieure à — 1 de 2 


EE oe A 


Done, en posant: 
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J (n, x) = 
( 
nous aurons pour x < 1: 


im (n, #) = P(1—«)+ 0 


et 
lim f (an, 2) = T'(1— a), 
dot 
DS CT H 
Eege e 


Mais, en vertu de (2) on a: 


an 


n 
e i i 
n, x) =N See SE 
f (n, a) 1: rer» n i 
i= 


i=1 


En divisant membre à membre la seconde de ces égalités par 
la première, il vient: 


an 


à cause de la relation (3). 
Dans l'expression 


an 


1 n 
i i— x 


=í += 


nous avons an—-n jfacteurs. Groupons-les comme il suit: après 
chaque systéme de a facteurs consécutifs du premier produit, écri- 
vons un facteur du second. Dans le produit obtenu de cette façon, 


aj "T 
tout faeteur de la forme 2i sera suivi par un facteur de la 


J ET pour j = 1, 2,...». Remplagons, dans l'expression con- 


forme 


Bulletin III. 2 
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sidérée, chaque couple de deux facteurs de la forme précédente par 
leur produit et remarquons que 


B ce j—t n RE to La 

aj —a j aj — x 
Nous obtiendrons un produit de an facteurs. En désignant le facteur 
(1— a) x x 

k—z k— x 

suivant que & sera divisible par a ou ne le sera pas. Par consé- 
quent, en désignant par t(a,k) une fonction numérique définie par 
les conditions suivantes: 


de rang k par 1—u,, nous aurons u, — pu d = 


v (a, k) = 1 pour k=|= 0 (mod a), 
v(a,k)— 1—a pour k=O (mod a), 


nous pourrons eerire: 


an n an 


ii re ose 


i=1 i=1 k=1 


d’où, en vertu de (4): 


(6) a = lim Ir a SE 


Avec un peu d'attention, on s'assurera aisément que l'égalité (6) 
entraîne l'égalité (1) qu'il s'agissait précisément d'établir. 

Il y a intérét à faire remarquer que pour z rationnel, la for- 
mule (1) peut étre démontrée d'une maniére tout à fait élémentaire. 


| LES 
Nous allons le faire voir en supposant que l'on ait: = — , où m 
m 


est un nombre entier supérieur à lunité. 
La formule (1) donne alors: 


H joe Mn). 


En vertu de (5) nous avons: 


orita pr 


k=1 k=n-+1 
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laaf) 8) 


pn ell e (9) 


En posant 


nous en conelurons: 


D’autre part on a: 


sue ge 
Or 
Së sa T 
ou bien 


mol. 


1 1 
(1—=,) > 1-7 (pour k>1 3 
nous aurons done 
pieta ep PE n Va. 


Moyenn ant lidentité 


an 


TIC series) ch en 


k=n-+1 


il resulte de (9): 


i de T lon (tai eer) 
Den. Er e 


Eni k=n--1 1 + ni eR E? 


d’où, en tenant compte de l'inégalité 
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1 gi m 
(1+ k 1) E og qus p 
a ., man + m — 1 mn ( mn Ya 
^7 qn--m-—-1 ^ mn+m—1 mn+m—1/ 7? 
ce qui donne: à 
mn r 
Pan > mn—+-m— 1 : 
En.résumé nous avons: 


dot 


On reconnaitra sans peine que cette égalité entraine la suivante: 


lim p, = Va, 


c'est à dire la formule (T) que nous voulions précisément établir. 
Comme un des cas particuliers les plus curieux de la formule (7), 
signalons celle qui s'en déduit en posant a — 2; on trouve: 


Pt) GC) aca) 


Pour m = 2 cette formule donne 


BGH de 


formule qui sous une forme un peu différente a déjà été donnée 
par Euler !). 


Un second cas particulier intéressant est celui où, dans Ja for- 
mule (1), on pose 


1 
Io 


9° 


Avec quelque attention on trouve alors: 


nee 
lant | 


! Introductio in Analysin inf, Lausannae 1748, page 147. 
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où le symbole E(¥) représente la partie entière du quotient k:a 
et où le produit doit être étendu à toutes les valeurs impaires et 
non divisibles par a de k. Pour a= 3, la formule précédente donne: 


CERAR E 10:14 10 00 
1 ge GE d page 2 


formule, donnée par Stern 4). 


59. M. M. SMOLUCHOWSKL. Kinetyczna teorya opalescencyi gazów w sta- 
nie krytycznym oraz innych zjawisk pokrewnych. (Théorie cinétique 
de l'opalescence des gaz à Vétat critique et de certains phéno- 
menes corrélatifs)?). Mémoire présenté par M. Lad. Natanson m, t. 

§ 1. La différence fondamentale entre les deux méthodes em- 
ployées dans la Physique des phénoménes matériels apparait sur- 
tout en ceci: la Thermodynamique se sert de notions comme la den- 
sité, la pression, la température dérivées de l'observation macroscopique 
et idéalisées à l'aide de l'hypothése de la continuité parfaite de ces 
quantités dans l'espace et dans le temps, tandis que la Théorie Mo- 
léculaire, reposant sur l’hypothèse de la hétérogénéité moléculaire 
de la matiére, les remplace par des concepts de Statistique qui sont 
liés intimement à des notions de probabilité. 

A juger d'aprés les discussions nombreuses qui ont eu lieu sur 
cette question, on pourrait affirmer qu'il n'existerait aucune contra- 
diction entre les résultats de ces deux méthodes si l'état réel et 
l'état le plus vraisemblable des corps étaient toujours identiques ou 
(ce qui revient au même) si la plus petite particule encore acces- 
sible à notre observation contenait un nombre infini de molécules. 
En effet, en vertu de la grandeur de ce nombre, les deux manie- 
res de voir dont il vient d'étre question aboutissent d'ordinaire 
aux mémes conclusions, au moins en ce qui eoncerne les expérien- 
ees réalisables en pratique. 

Un probléme intéressant s'impose toutefois: peut-on aborder l'a- 
nalyse des écarts auxquels il faut s'attendre d'aprés la Théorie Ci- 
nétique entre l'état actuel, accidentel, et l'état le plus vraisembla- 


1) Lehrbuch der Algebr. Analysis. Leipzig 1860, page 375. 
2) Une partie de ce travail a été communiquée en résumé au X Congrés Po- 
lonais des Sciences Naturelles et Médicales réuni 4 Lemberg en Juillet 1907. 
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ble, conforme à la Thermodynamique? Il s’agit surtout d’examiner 
sil n’y a pas de cas où ces écarts pourraient être constatés par 
l'observation: directe i i 

L'importance d'une telle recherche consiste surtout en ceci: des 
phénomènes de ce genre permettraient de trancher la question de 
la valeur relative de la Thermodynamique et de la Théorie Cinétique. 
L'analvse de quelques cas appartenant à cette catégorie fait l'objet 
du présent mémoire. 

§ 2. Un phénomène très caractéristique est constitué par les 
mouvements dont de petites particules suspendues dans un liquide 
ou dans un gaz devraient être animées par suite de l’agitation mo- 
léculaire. D’après lopinion généralement reçue, une telle particule 
devrait se tenir immobile (en supposant le cas d'équilibre parfait); 
d’après la Théorie Cinétique au contraire, son centre de gravité se- 
rait animé d’une telle vitesse que son énergie cinétique serait égale 
en moyenne à l'énergie du mouvement de translation d'une mo- 
lécule. C'est en vain que l'on essayerait de réaliser ce mouvement 
avec des corps relativement grands, à cause de la petitesse de leur 
parcours libre; mais on pourrait réussir avec des particules micro- 
scopiques puisque les élongations devraient augmenter en raison in- 
verse de la racine carrée des dimensions. 

Dans un mémoire précédent !) nous avons exposé des arguments 
importants en faveur de l'hypothése que le mouvement ainsi prévu 
par la Théorie est le mouvement Brownien bien connu aux mieroseo- 
pistes; nous avons démontré que les valeurs théoriques sont d'accord 
avec les déterminations expérimentales de M. F. Exner. Cette théorie 
a trouvé un nouvel appui dans les recherches ultramicroscopiques de 
M. Th. Svedberg ?) qui a vérifié quelques résultats théoriques (ordre de 
grandeur des élongations, leur dépendance de la viscosité) dans des 
conditions expérimentales tout à fait différentes de celles de M. F. 
Exner. Nous citerons encore un travail de M. Ehrenhaft?) qui a vé- 


1) Bull, Int. de l’Acad. d. Se. de Cracovie, 1906, p. 577. 

?) Zeitschr. Elektrochem., 12, p. 853, p. 909 (1906), Zeitschr. phys. Chem., 
59, p. 451 (1907) et surtout son ouvrage: Studien zur Lehre von den kolloiden 
Lósungen, Upsala 1907, 

3) Wien. Akad. Sitzber. 116, p. 1175 (1907). M. R. Zsigmondy a bien voulu 
m'informer que, en 1902, il avait observé de tels mouvements dans les gaz, d'une 
facon qualitative à l'aide de l'ultramieroscope. (Voir: Zur Erkenntnis der Kol- 
loide, Jena 1905. p. 152). Dans le méme ouvrage p: 108 nous trouvons une éva- 
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rifié les conclusions que nous avons formulées (loc. cit.) quant à la 
possibilite et la grandeur de ce mouvement dans les gaz. Il semble done 
que le mouvement Brownien est bien un phénoméne qui démontre 
d'une manière évidente la justesse des raisonnements cinétiques et en 
même temps linexaetitude des notions de la Thermodynamique, en 
tant qu'il s'agit du mouvement ou du repos dans des éléments de 
volume de grandeur microscopique. Un tel corps qui, à l'origine, se- 
rait immobile gagnerait de l'énergie cinétique aux dépens de la cha- 
leur du milieu ambiant dont la température est égale à la sienne. 

$ 3. Examinons à présent d'une maniére plus détaillée une au- 
tre question de ce genre; eherchons à évaluer les inégalités de den- 
sité que la Théorie Cinétique nous fait prévoir dans les gaz et les 
liquides. Cette question a été abordée dans un travail antérieur pu- 
blié dans la Boltzmann-Festschrift, p. 626, 1904. Nous y avons 
prouvé que les molécules d'un gaz ne se répartissent pas de ma- 
niére à rendre la densité tout à fait constante; leur groupement, 
réglé par les lois du hasard, sera plus dense en certains endroits, 
plus épars dans d'autres. En vue des applications ultérieures, no- 
tons la loi qui définit la probabilité d'un excés aecidentel de den- 
sité dans un gaz parfait. Lorsque grâce au hasard il se trouve » 
moléeules dans un espace qui devrait en contenir un nombre v en 


cas de distribution réguliére, le rapport - — 1— ô sera appelé la 


condensation accidentelle. Or la probabilité d’une conden- 
sation accidentelle définie par les valeurs à..ó0 --dÓ est (lorsque 
v est grand): 


pur 
9 
W()dó— Mz e ’ 
(6) Co dô (1) 
la valeur moyenne de l'excès de densité (positif ou négatif) est +): 
ie TON 
MEN a 

VI 
Pour des volumes renfermant un nombre v pas trop grand il 
luation du mouvement des particules d'une solution colloidale d'or (diamètre 


0:006 p) qui démontre l'applicabilité de notre formule théorique à des particules 


plus de cent fois plus petites que celles de M. Exner. 
1) Dans le mémoire cité, le facteur 2 se trouve daus le dénominateur; cette 


erreur est rectifiée plus haut. 
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résulte de ces formules une contradiction sensible avee la Thermo- 
dynamique qui exige une homogénéité parfaite en cas d’équilibre; on 
pourrait construire un perpetuum mobile (de „seconde espèce“) s'il 
existait des soupapes à section de l’ordre de /1 u]? et de masse 
négligeable. Pour des gaz dont les molécules ont une grandeur finie 
et où agissent des forces intramoléculaires attractives, la forme de 
ces lois évidemment doit être modifiée. 

Ces irrégularités de la densité peuvent avoir une influence sur 
l'équation caractéristique du gaz en question. Nous avons indiqué 
que la déduction de l’équation de M. Van der Waals est défectueuse 
par suite de la supposition d’une homogénéité parfaite. 

§ 4. Examinons à présent la probabilité de condensations acci- 
dentelles d’un gaz ou d’un liquide quelconque, d’une manière plus 
générale, à l'aide du e-^* théorème de Boltzmann dont la forme 
spéciale, employée par Einstein!) se prête particulièrement au but 
que nous poursuivons iei. 

Imaginons un vase cylindrique, à section q, fermé d'un bout, 
communiquant avec un grand réservoir de gaz de l'autre. Un piston 
mobile, perméable à la chaleur, y est inséré de telle façon qu'il y 
enferme une certaine quantité de gaz, soit g grammes. A l'état nor- 
mal, par conséquent, quand la température Tọ, la pression p, et la 
densité du gaz des deux côtés sont égales, le piston se trouve à une 
distance x — vy du bout fermé du cylindre [v, signifiant ici le vo- 
lume spécifique correspondant à To, p,]. A un déplacement de cette 
position normale, p. ex. à une diminution de x, s'opposerait un 
excés de pression du gaz enfermé agissant sur le piston. Mais, si 
nous y appliquons une force extérieure /— q (p—po), pour annu- 
ler d'une part la pression constante pọ du gaz dans le réservoir. 
d'autre part la pression p du gaz enfermé et comprimé de maniére 
isothermique à volume spécifique x — v, le piston sera en équilibre 
dans une position queleonque. Par suite des impulsions irréguliéres 
des molécules, il occupera done toutes ces positions, dans les li- 
mites du vase, avec le méme degré de probabilité. La probabilité 
d'une valeur v...» dy du volume spécifique sera: 


(8) W (v) dv — adv 


a désignant une constante. 


1) Ann. d. Phys. 19, p. 373 (1906), équation (I). 
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Considérons le systeme à l'état initial, avant l’applieation de 
la force F. Comme l'anéantissement de cette force équivaut à l'in- 
troduction d'une autre force — F, dérivée d'un potentiel 


ð= — a fop) dv, 


on aura dans ce cas, d’après le théorème de Boltzmann-Einstein, 
W (v) do =be TT qy- (4) 
ju al N 
Par h nous désignons ici le rapport oR” N étant le nombre 
de molécules contenues dans 1 cm? d'un gaz à l'état normal (= 4.1019) 
et A désignant la constante de la loi Boyle-Charles (pour l'air 


2°87 . 10°). Comme "d est le nombre total de moléeules du gaz en- 


fermé v, nous 2urons: 
o 
ss S 
R — po) dv 
W (v) do =b ^V SE e (5) 
Cette loi définit la probabilité de ce qu’une partie du gaz, con- 
tenant v molécules, occupe un volume correspondant au volume spé- 
cifique v, le volume spécifique normal étant vo, la pression normale po. 
§ 5. L'intégrale dans lexposant est le travail de compression 
donné par l'aire contenue entre les coordonnées v, pọ et l’isotherme 
T, dans le plan des p, v. Si l’on se borne à examiner les écarts 
très petits de l'état normal. on peut développer cette intégrale dans 
une série de Taylor: 


fio- pr) de =P" EE EE © 


+55 (5 Qv? ed br 


et l'on obtient, pour une compression contenue entre 6...6-+ dd, la 
loi approximative: 


W (6) dò = be-* ** dé | 
ii (s) = vid y TS H (7) 
a= — RT 2RT aß Zonë | 
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B désignant le coefficient de compressibilité, V le volume occupé 
par la quantité donnée de substance, œ son volume moléculaire à 
l’état gazeux sous la pression p. 
En substituant la loi Boyle-Charles on revient & la formule (1) 
que nous avons déduite auparavant à l’aide d’une méthode directe. 
Le coefficient b est défini par la condition: 


too 
(8) aye W(3)dó—1 
et la valeur moyenne des déviations de la densité normale est 

2 RT Bo B Rop. 
9 ot 0 ut =—\/« = 
(9) Re Vax A -Vy*9 
Ces déviations seront plus grandes, évidemment, pour un nombre » 
petit et pour une inclinaison petite de l'isotherme Pour un p 
c 

maximum ou minimum, ou pour Po, létat du gaz dépasse les 


limites de stabilité. On trouve ainsi les limites extrêmes possibles 
de la sursaturation ou du surchauffement. 

§ 6. Examinons la possibilité de déviations plus considérables. 
de l'état normal. Pour des valeurs Po, v, données (et une tempéra- 
ture correspondante) on obtient les valeurs maxima et minima de 
probabilité à l’aide de la condition que l'exposant dans l'expression 
(5) soit minimum ou maximum, c’est-à-dire: 


v 
ð , 
> [@-—p) d —0 ou p = Po - 
Vo 


Dans le domaine où l'équation caractéristique indique l'existence de 
trois volumes pour une p, donnée, deux d'entre eux vo v, sont des 
états de probabilité maxima, la valeur intermédiaire v^ est un 
état de probabilité minima. On peut se rendre compte de la distri- 
bution des densités dans les différentes parties d'un tel gaz au moyen 
d'une surface de probabilité en eonstruisant W d’apres (5) en fonc- 
tion des coordonnées py et v, pour une T, donnée (fig. 1). 

Les points W max. et W min., c'est-à-dire les élévations et les dé- 
pressions extrémes, définissent une courbe correspondant à l'iso- 
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therme normale. Considérons d’abord. l’état gazeux normal défini 
par le point A. Lorsque la pression normale augmente. le système 
atteint le point B où la substance peut exister également à l'état 
liquide B', quoique la probabilité d'un tel état soit ici très petite. 
Mais lorsque la pression p, augmente, la probabilité de l'état ga- 
zeux (correspondant à l'aire de la section B) diminue et la proba- 


w 


D 
D 
-s 
2 L E te 
D - 
2 


EAI 

pal ‘B D 
“7 4 
À. d 


pr TE 
T 
Fig. 1. 
bilité de l'état liquide (section B^ augmente. Pour évaluer les aires 


de ees sections, remarquons que, à cause du maximum secondaire 
en B’, on peut écrire: 


J e — f m) do eE POP) SEAT 


la courbe de section est donc assimilable à une courbe de Laplace non 
seulement en B mais aussi en B’. Par conséquent on a, d’après (1) et (8): 


rcin.org.pl 


1064 


W gu = ui Wdv=b\/2 BT es B 
2 VI 


9 Kë ee eg 
, gn, f ma MER To of B 
W liquide =} Wdo=beée "7 VI 
Lk 
d’où 
V vn 
nos 2RT, 
(10) " 


Fi S (p — po) dv Ig 
lo, Bote % Ve’ B 

puisque la somme des aires est égale à l'unité. Le rapport des pro- 
babilités des états gazeux et liquide est: 


CM 


y ; 
(11) Won — «Rm f =w es 


W liquide Vo’ ë vo 
Le point de liquéfaction normale où W gaz et W liquido sont 
égales, dépend done à la rigueur du nombre » des molécules et 
par conséquent, de la quantité de substance présente. Mais, puis- 
que même la plus petite particule de substance visible contient un 
très grand nombre v, la valeur de W gaz sera extrêmement grande 


EN 
en comparaison avec W liq., pourvu que Se) dv ait une va- 
9o 


leur négative appréciable; l'état liquide sera extrémement probable, 
au contraire, si cette intégrale a une valeur positive appréciable. 
Le changement d'état d’aggrégation sera défini, à un haut degré 
d'approximation, par la condition: 


DM 


(12) Ines 


Vo 


qui est la règle posée par Maxwell. 
Lorsqu'il s'agit d'une quantité de substance comprenant un nom- 
bre considérable de molécules, il faut done imaginer les élévations 
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ABCD, D' E' F*, dans la figure, extrêmement hautes et escarpées, 
l'élévation des parties DE, B’ C' D' à peine perceptible. Par exem- 
ple, il est 1040 fois plus probable que [02 vip de vapeur d'eau à 
une température de 100-01° et à une pression de 760 mm. se trouve 
à l'état gazeux qu'à l'état liquide. 

Le diagramme de probabilité W sert à élucider ainsi les phé- 
noménes de liquéfaction et surtout la régle de Maxwell d'une ma- 
niére nouvelle, mais il aecentue aussi le défaut commun de toutes 
les démonstrations que l'on donne de ce théoréme; on y fait usage, 
en effet, de la partie E" D” C" B" de l'isotherme quoiqu'elle repré- 
sente des états de probabilité minima. 

On comprend aussi la tendance du gaz à subir des sursatura- 
tions en D et des retards d'ébullition en D’, puisque le change- 
ment d'état exige le passage par le domaine des états les moins 
probables. Mais nos formules ne peuvent expliquer le mécanisme 
des phénoménes de retard ou de faux équilibre car nous n'avons 
pas tenu compte de leur vraie cause, c'est-à-dire des phénoménes 
capillaires qui s'opposent à la naissance de gouttelettes dans la va- 
peur sursaturée et de bulles dans un liquide surchauffé. 

$ 7. Passons à l'analyse des phénomènes qui se produisent au 
voisinage du point critique. Le diagramme W construit pour la tem- 
pérature critique nous prouve que la tendance à subir des agglo- 
mérations et des raréfactions locales augmente extrémement à cette 


: … dee À oh els do à l'é 
température. Au point critique lui-même, on a: o ian A EE 


tion (5) se réduit done à: 
W (ô) dô — b er?‘ do 


LE v sal baa (13) 
Y= RT, 41 N 90): 


et la valeur moyenne de la condensation locale positive ou néga- 
tive est: 


a T IU 0259 
FRUT E F (4) ENT 
Vy Vy 
Admettons par exemple l'équation de Van der Waals. On a alors, 
au point critique: 


(14) 
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WM Obie aptis rue 
25), 871550 X E p 
HE 
inim 


la condensation moyenne est done: 
113 
4 
y» 

Notons que cette valeur est indépendante de la nature du gaz 
et ne dépend que du nombre de molécules v. Le nombre de mo- 
lécules d'un gaz qui se trouvent dans un cube de dimensions éga- 
les à la longueur d'onde de la lumière jaune [0*6 u]? est d’après Jeans !), 
9:105, et la déviation moyenne de la densité normale y sera d'aprés (2): 
6=27.10-4. Le méme volume rempli d'éther à l'état critique 
contient 54.108 molécules d'éther, on y aurait done d’après (15): 
6=72.10-8. Par conséquent, il peut exister des différences d'un 
centiéme dans les densités des différents éléments de volume d'un 
gaz à l’état critique. 

§ 8. Mais une telle hétérogénéité de structure devrait s’accuser 
par l’apparition des phénomènes caractéristiques pour les milieux 
troubles: l’opalescence et le phénomène de Tyndall. Imaginons avec 
Lord Rayleigh?) un milieu contenant en suspension de petites par- 
ticules, en nombre N par unité de volume. Supposons que chaque 
particule occupe un volume T et possède un indice de réfraction 
plus grand que celui du milieu ambiant en raison de (1+ &) : 4. Un 


milieu ainsi constitué affaiblit un rayon de lumière incidente et son 
coefficient d'extinction se trouve égal à: 


(15) ô= 


32 m NT? ei 
(16) h =: 3 KS 


Le milieu distribue l'énergie absorbée dans toutes les directions 
sous forme de lumiére diffuse (opalescence). L’indice de réfraction 
apparente d'une pareille substance est plus grand que l'indice du 
milieu pur en raison de (1 -- N T'e) : f. On voit que les excès po- 


1) Phil. Mag. 8, p. 692 (1904). 
*) Phil. Mag. 41, p. 167 (1871), 47, p. 375 (1899), Papers IV, p. 400. 
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sitifs et négatifs de densité qui sont proportionnels aux quantités € 
n'nfluent point sur l'indice de réfraction normal, en première ap- 
proximatior du moins. 

Dans la formule (16), au contraire, ils entrent avec le même 
signe et ils y produisent un accroissement énorme du coefficient h 
qui determine les phénomènes d'absorption et d'opalescence, au voi- 
sinage de l'état critique. Ainsi, en posant, pour l'éther à l'état cri- 
tique, approximativement € = (n, — 1) d = 0-1 6, on obtiendrait 


[avec Tz de, NS 


| h = 27; l'intensité d'un rayon lumineux 


T 
serait diminuée de moitié par suite du passage d'une couche d'éther 
d'épaisseur 0:26 cm. La formule (16) appliquée à l'air dans des con- 
ditions normales ne donne que h = 3.1078 ce qui veut dire que 
le passage d'une couche de l'épaisseur de l'atmosphére terrestre tout 
entière ne produirait qu'une diminution de Zo 

Il est vrai que ce calcul n'est pas exact puisque les formules 
de Lord Rayleigh s'appliquent à des partieules intérieurement ho- 
mogénes et petites par rapport à la longueur des ondes lumineuses; 
mais sil ne s'agit que d'une indication qualitative concernant ces 
phénomènes +) on peut se fier au résultat obtenu. 

$ 9. Dans le voisinage de l'état critique des phénomènes d’opa- 
lescence se produisent en effet. MM. Altschul et Wesendonck les ont si- 
gnalé et MM. Travers, F. Usher et S. Young les ont examiné plus 
en détail?). On sait que l’opalescence est un signe trés caractéristi- 
que de l'état eritique; il n'apparait que dans un intervalle de quel- 
ques diziémes de degré au-dessus et au-dessous de la tempéra- 
ture critique. Avant la disparition du ménisque, il est visible dans 
le liquide et dans le gaz; aprés la disparition, dans la phase homo- 
gene tout entiére. Les brouillards bruns observés maintes fois dans 


1) Lord Rayleigh considère l'air comme un milieu trouble composé de vide 
et de molécules gazeuses; la diffraction produite par ces molécules serait la cause 
de la couleur bleue du ciel et de l’extinction de la lumière dans l'atmosphére. Le 
coefficient h, évalué d’après Lord Rayleigh, avec N= 4.101, est 7. 1075. Dans 
ces phénoménes les agglomérations locales, examinées plus haut, participeraient 
aussi d'une manière appréciable. Mais il faudrait changer de fond le ealeul de 
Rayleigh dans le but de tenir compte d'une manière exacte de ces agglomérations. 

2) Altschul: Zeitschr. phys. Chem., 11, p. 578 (1893); Wesendonck: Naturw. 
Rdschau, 22, p. 145 (1907); Travers et Usher: Zeitschr. phys. Chem., 57, p. 365 
(1906); S. Young, Proc. Roy. Soe, 78, p. 262 (1906); Chem. News, 94, p. 149 


(1906). 
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ces expériences constituent vraisemblablement un phénomène du 
même ordre dû à la couleur du milieu trouble dans la lumière 
transmise. 

Pour expliquer ces phénomènes, quelques-uns des savants sus- 
mentionnés acceptent lhypothése, proposée par Donnan), d’après 
laquelle la tension capillaire serait nulle à l'état critique pour des 
surfaces planes et conserverait des valeurs finies pour des rayons 
de courbure trés petits; par conséquent, des petites gouttelettes li- 
quides pourraient exister (en suspension) au-dessus de la tempéra- 
ture critique. Cette hypothèse nous paraît incompréhensible. Il ne 
s'agit pas ici de deux substances différentes, mais d'une seule sub- 
stance dont les deux phases deviennent identiques au point criti- 
que. Quelles sont done les deux phases, gazeuse et liquide, au-dessus 
de la température eritique, qu'imagine cette théorie? Et pourquoi 
l’opalescence apparait-elle de méme au-dessous de cette tempéra- 
ture? D’après lopinion généralement admise sur la nature des for- 
ces capillaires, la tension superficielle ne devrait-elle pas étre plu- 
tót moindre pour un petit rayon de courbure que pour une surface 
plane? 

Mais nous n'entrerons pas dans une discussion de ces objec- 
tions; l'hypothèse elle-même devient superflue, en vertu de l'expli- 
cation simple de ces phénomènes que fournit la Théorie Cinétique. 

Notre théorie se rapproche un peu de la théorie des molécules 
liquidogènes et gazogènes de Traube?) on pourrait appeler ainsi 
les parties BCD E, et BO D' E' de la substance ou, en général, 
les parties comprimées et rarifiées. Mais il faut remarquer qu'elles 
ne constituent ni des molécules proprement dites ni des petites gout- 
telettes mais bien des agglomérations diffuses de grandeur indéf- 
nie, car pour chaque nombre v il existe une valeur d correspondante. 
D'ailleurs, en eas d'équilibre thermique, leur état est tout à fait dé- 
fni par la pression pọ et la température Tp, done la théorie clas- 
sique des phénoménes eritiques reste intacte, à moins que des phé- 
noménes de retard ne se produisent; il faut remarquer à cet égard 
que l'établissement de l'équilibre mécanique et thermique au point. 
critique s'accomplit avec une lenteur extréme. 


1) Chem. News, 20, p. 139 (1904); Rep. Brit. Ass. 1904, p. 504. 
*) Ann. d. Phys., 8, p. 267 (1902), Zeitsch. phys. Chem., 58, p. 475 (1907); 
voir aussi Teichner, Ann. d. Phys. 13. p. 595 (1904). 
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Nos raisonnements ne donnent pas de moyen d’évaluer la durée 
des agglomérations individuelles. Dans un gaz à l'état normal, la 
grandeur d qui appartient à une certaine partie de la ege 
subira des changements trés rapides, étant comprise dans des limi- 
tes positives et négatives. Mais il ne serait pas impossible que la 
durée de telles agglomérations soit plus considérable à l’état critique. 

$ 10. Des phénomènes d’opalescence tout à fait analogues con- 
stituent le signe caractéristique bien connu d’un autre état critique, 
notamment du point critique de solubilité au sein des mélanges bi- 
naires. On sait que le mélange de certains liquides (p. ex. d’eau et 
d'acide isobutylique). à des températures basses, donne deux cou- 
ches liquides coexistant avec la vapeur, de concentrations différen- 
tes æ, z,. Lorsque la température s'éléve, la différence des concen- 
trations diminue jusqu'au point z,, T, (température critique de so- 
lubilité) où les deux phases liquides sont identiques ce qui fait 
disparaitre la tension capillaire à la surface de séparation!) A des 
températures plus élevées, il n'existe qu'une seule phase liquide pour 
chaque concentration. Lorsqu'on refroidit un mélange dont la tem- 
pérature initiale est T'— T, et dont la concentration est proche de 
z,, une opalescence apparaît qui croît à mesure que l'on approche 
de T, et qui se termine par l'apparition d'un brouillard blane et 
par la séparation du liquide en deux couches. 

Si la concentration employée diffère de x,, ces phénomènes ap- 
paraissent à la température qui correspond à la concentration z 
employée, mais leur intensité décroit rapidement lorsque la diffé- 
rence æ—x, grandit; c’est ce qui découle clairement des mesures du 
coefficient d’extinetion exécutées par M. Friedlünder?) pour des con- 
centrations et des températures diverses. Le méme auteur a prouvé 
que ees phénomènes sont indépendants du temps et par conséquent 
qu'ils indiquent des états stables. 

$ 11. C'est cette stabilité apparente qui, d’après M. Rothmund ê) et 
M. Friedländer, rend une explication encore plus difficile puisque la 
suspension de petites gouttelettes que l'on pourrait supposer ne serait 
pas stable, les grandes gouttes augmentant d'aprés Lord Kelvin aux 
dépens des petites. M. Konowalow 31 attribue ces phénomènes à la 


2) Voir Antonow, Journ. chim. phys., 5, p. 363 (1907). 
1| Zeitschr. phys. Chem., 38, p. 385 (1901). 

2) Zeitschr. phys. Chem., 26, p. 433 (1898). 

3) Ann. d. Phys., 10, p. 360 (1903). 
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presence de poussieres dans le liquide. D’apres sa theorie, elles jou- 
ent le rôle de centres d'attraction plus grande pour l’une des deux 
substances mélangées et, par conséquent. elles se couvrent d’une 
couche de concentration différente; l'épaisseur de cette couche est 
d’autant plus grande que le travail nécessaire pour un changement 
de concentration est plus petit. Ce travail est nul au point critique, 
ce qui résulte de la forme des courbes de tension de la vapeur; 
c'est pourquoi le phénomène y est le plus nettement prononcé. 

Parmi les objections que soulève cette théorie, signalons d’abord 
que Vhypothése concernant l’action des poussières n'est nullement 
prouvée; en effet, leur rôle quasi-catalytique en présence des va- 
peurs sursaturées est bien différent. Il ne peut-être question de sur- 
saturation dans ces phénomènes. L'hypothèse qui considère lopa- 
lescence comme un phénomène accidentel et en réalité instable est 
difficile à concilier avec la généralité de ces effets et l’inefficacité 
des forces électriques (M. Friedländer) qui suffisent à précipiter in- 
stantanément des suspensions enlloidales de résine. 

§ 12. L’objection la plus importante (qui concernerait aussi l'hy- 
pothése de Donnan si lon voulait l'appliquer dans ce eas) est que 
l'hypothèse de M. Konowalow est superflue. Il n'est pas nécessaire 
d'invoquer l’action hypothétique des poussières puisqu'on peut ex- 
pliquer aisément les faits par analogie avec les phénoménes consi- 
dérés aux 88 1—9. 


Nous n'essayerons pas de donner une évaluation numérique; il 

nous suffira de rappeler les conditions Spp = ( qui sont rem- 
ex ox? 

plies au point eritique; d'oü il résulte une tendanee exagérée à su- 
bir des irrégularités de concentration z, analogues aux irrégulari- 
tés de volume spécifique v considérées aux $8 7—9. On peut con- 
struire des diagrammes de probabilité de concentration, tout à fait 
semblables à la fig. 1 avec W en fonction de p, x. Remarquons 
enfin que l'apparition du brouillard blanc opaque signale le mo- 
ment d'apparition des gouttelettes distinctes, de diamétre comparable 
avec la longueur des ondes lumineuses; par conséquent, elle est bien 
le signe de la séparation en deux phases. 

$ 13. Il est évident quil y aura des irrégularités de concen- 
tration quoique en général beaucoup plus petites, non seulement à 
l'état eritique de solubilité, mais dans chaque dissolution. Considé- 
rons maintenant une solution diluée et appliquons-y un raisonne- 
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ment tout à fait analogue à celui du § 4, en substituant au piston 
une paroi semi-perméable mobile et sujette à une pression osmoti- 
que d’apres les lois de M. Van’tHoff. Nous obtenons encore la for- 


mule (2): 


mais 6 signifie à présent l'excès de concentration moyenne et v dé- 
signe le nombre des molécules de la substance dissoute qui sont 
contenues dans le volume donné. Par conséquent, les irrégularités 
de concentration augmentent en raison de la racine carrée de leur 
poids moléeulaire, elles s'aecentueront done surtout dans les solu- 
tions colloidales. 

Pour évaluer le pouvoir d'opalescenee, revenons à (16) et consi- 
dérons qu'un changement de concentration en raison de 1:(1-- ô) 
entraine un changement de l’indice de réfraction: 


on 1 on 
dn— Cd done E og Cd 
Il en résulte: 
— 1-8. 19-5 4^ (Lan)? 
h= 18.1075 (255) (17) 


ou u désigne le poids moléculaire de la substance, o la densité de 


la solution, c sa concentration (rapport des masses) En appliquant 


: 1 ðn 
cette formule à des solutions aqueuses supposons ọ = 1, E a 702 
(sel gemme, mastic); il résulte une opaleseence appréeiable pour les 
solutions colloidales de poids moléculaire de l'ordre 10*. En effet; 
l'opaleseence est un phénomène bien connu dans les solutions col- 
loidales; on en pourrait expliquer l'origine de la maniére indiquée 
tout à l'heure. Mais il me semble que dans ce cas la diffraction de 
la lumiére eausée par les molécules elles-mémes joue un róle im- 
portant, peut-étre méme prépondérant, puisque la formule (16) qui 
s'applique avec plus d’exactitude à l'effet des moléeules mémes (en 
posant T= volume d'une molécule) détermine l’action de cet effet 
à l’aide d'un coefficient du même ordre de grandeur que (17). Par 
conséquent, lopinion de M. Konowalow qui considère ces phéno- 


menes comme analogues aux phénoménes étudiés aux Së 10—12, 
Sa 
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ne me paraît pas fondée. Ce qu'il y a d'analogue, dans l'hypothése 
de M. Konowalow et la nötre, e’est la petitesse du travail néces- 
saire à la production d’une différence de concentration dans les 
deux cas. 

8 14. Une question qui s'impose en vue de tous ces phénomé- 
nes est de savoir s'il est possible de démontrer les irrégularités de 
la densité et de la concentration & l’aide de mesures directes de la 
longueur optique du chemin / parcouru par un rayon lumineux. 
Afin de faciliter le raisonnement, remplacons chaque molécule par 
un cylindre paralléle au rayon lumineux, de diamétre et de hau- 
teur égales au diamétre moléculaire o (fig. 2). Ceci est permis 
puisqu'il s'agit ici d'un calcul approximatif, d'autant plus que la 


Fig. 2. 


structure intérieure des molécules nous est totalement inconnue. 
On voit que le rayon lumineux traverse toutes les molécules dont 


le centre se trouve à une distance plus petite que et décrit 


o 
9? 
xn chemin égal dans chacune d'elles. En cas de distribution 
homogéne, leur nombre est: 


IN. 
(18) ei 


où N désigne leur nombre par eme. Mais les irrégularités aceiden- 
telles auront pour effet d’augmenter ou de diminuer ce nombre en 
moyenne en raison du rapport (1-+- ô): 1. Done, ce nombre étant 
proportionnel au pouvoir réfractif du gaz, la longueur du chemin 


optique changera de: k= = (a—1)10. Pour un gaz parfait nous 


aurons, d’apres (2): 
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Pour l'air, avec g — 2:9. 10-8 em, nous aurons k — 3, 1072 Vi ce 
qui signifie qu'un parcours de 100 em y entrainerait une différence 


la 
N ). (19) 


TT ; 
de phase 2 Comme cette différence est tantót positive tantót né- 


gative, on pourrait étre tenté de conelure qu'un rayon lumineux 
perdrait la faculté d’interférence aprés un tel parcours. Il me sem- 
ble que cette conclusion ne serait pas justifiée. D'abord, on ne peut 
jamais isoler „un rayon lumineux“; la valeur moyenne pour un 
faisceau de rayons diminue en proportion inverse de son diamètre; 
pour une section de [0-2 u]? elle n'est qu'un millième de la valeur 
trouvée plus haut. Considérons d'ailleurs qu'il n'y a pas de moyen 
pour constater une différence instantanée de phase; on mesure les 
effets lumineux en général en se servant de phénoménes analo- 
gues à la résonance dans lesquels il s'agit de l'effet composé d'une 
série d'ondes ce qui entraine nécessairement un nivellement de dif- 
férenees individuelles. Les mémes objections s'élévent contre les 
conclusions qu'on serait tenté de tirer de nos calculs, concernant 
l'apparition de phénomènes analogues à la scintillation. Un essai 
de constatation de ces phénoménes aurait plus de chance de réus- 
site dans les cas des 88 7, 10, 13, mais il serait téméraire d'affir- 
mer quoi que ce soit à cet égard. 

8 15. Considérons les conséquences des résultats trouvés dans les 
chapitres préeédents, dans le cas oü le milieu employé a la propriété de 
donner lieu au phénoméne de polarisation rotatoire. Imaginons un 
faisceau de rayons paralléles polarisés passant par un tel milieu et qui 
tombe ensuite sur le plan de l'analyseur. Chaque rayon passe par une 
couche de densité un peu différente; par conséquent, les directions des 
oscillations lumineuses seront un peu différentes. On ajustera l'ana- 
lyseur conformément à la direction moyenne de ces oseillations, 
mais la somme des composantes dans cette direction sera plus pe- 
tite que l’oseillation primitive; en revanche, il y aura des oscilla- 
tions composantes irréguliéres dans une direction perpendiculaire. 


EE a. j 
1) — (n —1) ‚32/2 z1 où À désigne le parcours libre (Jeans, Phil. Mag., 8, 
es 125 À 


p. 692, 1904). 
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Une dépolarisation partielle en sera le résultat. une partie de la 
lumière se transformera en lumière naturelle. L’évaluation théorique 
de cet effet peut être faite de manière analogue au calcul du $ 14; 
on démontre ainsi que l'effet en question ne peut être en général 
que trés petit et qu'il ne peut s’accuser que dans des cas trés ex- 
ceptionnels, si le pouvoir rotatoire est extrêmement grand, ou peut- 
être dans un des cas des $$ 7. 10, 13 (où cependant l’opalescence in- 
troduirait des complications). Au point de vue théorique il est in- 
téressant de constater que de telles mesures donneraient un moyen, 
tout à fait different des méthodes usuelles, d’évaluer le diamètre 
des molécules, en s'appuyant sur la formule (19). 

§ 16. Dans les paragraphes précédents nous avons établi cer- 
taines conclusions qui sont conformes à la Théorie Cinétique mais 
qui se trouvent en contradiction avec la Thermodynamique classi- 
que; elles concernent les notions du mouvement, de la densité et 
de la concentration; on pourrait analyser chaque quantité qui se 
rapporte à des corps matériels de manière analogue et on en pour- 
rait faire usage pour construire des mécanismes théoriques capables 
d'agir en contradiction avec le théorème de Carnot !). 

Nous n'avons pas l'intention de discuter des cas qui ne semblent 
pas être réalisables; aussi nous n’ajouterons qu’un seul exemple aux 
‘précédents. 

M. Bakker a démontré qu’il n'y a pas de surface de séparation 
(au sens exact du mot) entre un liquide et sa vapeur, mais bien 
une couche de transition graduelle?). En outre, il faut considérer 
que les surfaces de niveau ne seront pas toutes planes; il y aura des 
déformations irrégulières, accidentelles et qui changeront sans cesse, 
par suite des irrégularités du mouvement moléculaire et surtout des 
irrégularités Jocales de la densité et par conséquent aussi de la ten- 
sion Capillaire. Ces déformations seront d'autant plus grandes que 
la tension de la surface aura été plus petite. Elles s’accentueront 
done à mesure que l'on approche de l'état critique, ou du point eri- 
tique de solubilité s'il s’agit de la surface de séparation de deux 


1) Voir Lippmann: Rapports du Congrès intern. de Physique, réuni à Paris 
en 1900, I, p. 546. Cet auteur considère de tels exemples comme des objections 
à la Théorie Cinétique; nous sommes de l'avis contraire; nous croyous qu'ils dé- 
montrent les limites de l’exactitude des lois de la Thermodynamique. 


2) Ann. d. Phys., 15, p. 543 (1904). 
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liquides; en effet, la tension capillaire y disparaît et les irrégulari- 
tés de densité et de concentration sont à leur maximum. 

Cette rugosité croissante de la surface devrait s’accuser par une 
tendance à produire la dispersion diffuse de la lumière: la surface 
deviendrait „blanche“ au voisinage du point critique. La condition 
nécessaire pour que cela arrive est que l'épaisseur de la couche de 
transition de M. Bakker (qui augmente indéfiniment au point cri- 
tique) ne soit pas plus grande que la longueur des ondes lumineu- 
ses; il n'y a point de réflexion si cette limite est dépassée !). 

Nous nous bornons à ces remarques, en nous réservant le sujet 
pour une étude expérimentale. Un caleul plus détaillé parait im- 
possible à cause des incertitudes concernant les forces élémentaires 
d'origine capillaire. 


60. M. H. MERCZYNG. Podrecznik matematyczny szkól polskich za Zy- 
gmunta Ill. (Hin mathemutisches Lehrbuch für polnische Schu- 
len unter Sigismundus III). (Joachimi Stegmani Institutionum ma- 
thematicarum libri I], Racoviae 1630). Mémoire présonté par M. L. Bir- 
kenmajer m. c. 

Polen bildete im XVI u. XVII. Jahrhundert ein ebenbürtiges 
Glied im Kreise der europäischen Nationen. die an der Renais- 
sance der exakten Wissenschaften teilnahmen. Im XVI. Jahrh bürgt 
uns dafür der Name des Kopernikus; aber auch noeh in der ersten 
Halfte des XVII. Jahrh. kónnen wir Namen wie Broseius ver- 
zeichnen, der wegen seiner Verdienste den ersten Gelehrten seiner 
Zeit würdig zur Seite gestellt werden kann. Doch nicht nur im 
selbständigen Schaffen nimmt Polen einen ehrenhaften Platz ein 
In manchen polnisehen Sehulen wurde schon im XVII. Jahrh 
ein so reichhaltiger mathematischer Unterricht erteilt, wie wir ihn 
kaum in vielen westeuropäischen finden. Man kann dies freilich 
nieht von allen Schulen behaupten, aber das mathematisehe Lehr- 
buch von Stegman, das 1630 zu Raków im Sandomirischen ge- 
druckt und für die berühmte Rakower Schule bestimmt war, gibt 
uns davon, wenigstens für die besagte Schule, ein Zeugniß. Die Ra- 
kower Sehule, ein fünfklassiges Gymnasium, von polnischen Uni- 
tariern oder Antitrinitariern gegründet, aber auch von vielen Ka- 


1) Rayleigh, Proc, Lond. Math. Soc., 11, p. 51 (1880). Papers, 1, p. 461. 
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tholiken und Protestanten besucht, zählte bis 1000 Schüler und 
existierte von 1602 bis 1638. Der Autor unseres Lehrbuches Joach. 
Stegman war während einiger Jahre um 1630 Rektor der Schule 
und Professor der Mathematik. Ein Deutscher von Geburt, evange- 


Eig. (E 


lischer Prediger aus Brandenburg, gab er seinen Berut und den 
alten Glauben auf und kam als Antitrinitarier nach Polen, wo da- 
mals diese Sekte sich voller Duldung erfreute. Nach einigen Jahren 
ging er dann weiter nach Siebenbürgen zu den dortigen Antitri- 
nitariern, wo er auch in Klausenburg um 1633 starb. 
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Das von ihm für die Rakower Schule verfaßte und in Rakéw 
gedruckte Lehrbuch ist deshalb als Maßstab für den mathematischen 
Unterricht in polnischen Schulen unter Sigismund III. höchst in- 


teressant. Das Buch umfaßt zwei Teile, von denen der erste der 
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Arithmetik, der zweite der Geometrie gewidmet ist. Jeder Teil hat 
besondere Widmungen an Schüler von angesehenen Familien. In 
diesen Widmungen, von denen die erste an die Söhne des Lubliner 
Wojewoden Tarlo, die zweite an die des Kämmerers Niemiryez ge- 
richtet ist, erzählt uns der Verfasser von der hohen Wichtigkeit der 
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mathematischen Wissenschaft, im besonderen für die Erforschung 
der Natur und für die Praxis. Auf diese Weise sehen wir in Steg- 
man einen ebenbürtigen Zeitgenossen der Bewegung, die von Ga- 
lilei und Descartes ausgehend, später in Newton gipfelte. Der Autor 


: posfint : tandem, it ^ L acicule 
vero duplo:fere longio jae p» 
menfe affigetur De ram, in 
guitudine aut parvitate t 
` flule F, 1, © C, ad. imidiam ertiam, 
ve partem aliqvotam, | 
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zeigt uns, daß ihm das Allerneueste in der Wissenschaft be- 
kannt ist. Die Werke von Kepler, Galilei, Napier, sogar die loga- 
rithmischen Tafeln von Vlacq, die erst im Jahre 1628 erschienen 
waren, werden in einem Werke zitiert, das in Polen im J. 1629 
geschrieben ist. Wenn wir den Zustand des damaligen Postwesens 
bedenken, so müssen wir über dieses wp to date staunen. Der Vor- 
trag der Arithmetik bewegt sich ganz in den Grenzen, die wir in 
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dieser Disziplin noch jetzt innehalten. Neu für die damalige Zeit 
waren die Dezimalbrüche, die zwar, analog den Sexagesimalbrüchen, 
schon von Stevin 1585 vorgeschlagen wurden, und dann von Bürgi 
in jetziger Gestalt (mit Halbkreis statt mit Komma) geschrieben 
wurden, bei denen jedoch Stegman noch eine weitere Vereinfa- 
chung — Linie statt Halbkreis — (übrigens auch diesen) vorschlägt. 
Dieser Teil der Arithmetik wird von ihm zum ersten Mal in Polen 
vorgetragen. 

Die Geometrie bildet hauptsächlich die Grundlage für die prak- 
tische Meßkunde. Die geometrischen Formeln und Ausdrücke wer- 
den überall für praktische Anwendung gebraucht. Die Geometrie 
umfaßt auch die Trigonometrie. Dabei schlägt der Autor vor, statt 
trigonometrische oder trigonometrisch-logarithmische Tafeln zu ge- 
brauchen, die trigonometrischen Funktionen vermittelst eines von 
ihm konstruierten Quadrans resolutus (siehe Zeichnung) mechanisch 
zu bestimmen, da er ganz richtig meint, für die Meßkunde genüge 
ein soleher Apparat, ohne daß man mit den vielen Ziffern der Ta- 
feln manipulieren müsse. 

Der Verfasser gibt auch eine Beschreibung eines Pantographen 
in seinem Buche. Da, so viel bis jetzt bekannt, der Pantograph zum 
ersten Mal 1631 vom Jesuiten-Pater Scheiner beschrieben worden 
ist, so hat also unser Autor die wissenschaftliche Priorität in dieser 
Hinsicht, da sein Buch schon 1629 fertig vorlag und 1630 gedruckt 
war. Auf diese Weise ist dieses Instrument zuerst in Polen bekannt 
geworden. 

Überhaupt ist das Buch eine schöne Gabe des Verfassers an 
das Land, das ihn gastfreundlich aufgenommen hat und ein be- 
redtes Zeugniß von dem hohen Stande des mathematischen Unter- 
richtes in einer polnischen Schule in der ersten Hälfte des XVII. 
Jahrhunderts. 


61. M. HUGO ZAPALOWICZ m. e. Krytyczny przegląd roślinności Galicyi, 
cześć XI. (Revue critique de la flore de la Galicie, XI partie). 


Dans la partie présente comprenant la fin des Chenopodiaceae 
et les Amarantaceae, l’auteur communique en outre la découverte 
de l'espéce suivante qui est nouvelle: 
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Atriplex polonicum m. Caulis adscendes, 55—85 em altus, a basi 
patule ramosus vel ramosissimus, rarius erectus altior et minus ra- 
mosus ad 1:07 m altus; folia valde tenuia, subtus paululo lepidota, 
laete pro parte magis prasino viridia, in petiolis 2:5—3:5 em rarius 
ad 4—5 cm longis, late triangulari subsagittato hastata, acuta vel 
acuminata, inferiora 1— 10:5 em longa 6—9 em lata, nonnulla ad 
11 em longa ad 95 em lata, inaequaliter grosse sinuato dentata, 
basi subsagittato (sinuato sagittato) hastata in petiolum subito con- 
tracta, lobi basilares elongati ad 2—2:5 em longi, partim horizon- 
tales vel sursum arcuati partim plus minusve reversi, margine 
inferiore saepissime dente manifesto reverso instrueti, folia suprema 
lanceolata hastata parce dentata vel integra; inflorescentia in statu 
maturo diffusa, florum glomeruli in spieas spurias elongatas ramo- 
sas rarius simplices, tenues laxas erectiusculas inferne vel supra 
medium foliolatas, dispositi; flores feminei omnes bracteati, bracteae 
basi connatae, exacte rhombeae, fructiferae 2:5—8:5 —4 mm longae 
1:3—1:5—2 mm latae, in exemplis a Kloeber lectis nonnullae elon- 
gatae ad #5 mm longae 3 mm latae, bracteae acuminatae, supra 
basin manifeste cuneatam denticulo instruetae obsolete hastatae de 
cetero integrae aut integerrimae, disco magis sparse lepidotae, viri- 
dulae, obsolete venosae, appendicibus viridulis dentiformibus lon- 
giusculis tectae (muricatae); pericarpium membranaceum, semina 
vertiealia 12—1'8 mm ad.2 mm longa; perigonia mascula viridi 
flavescentia, 5-fida, 1—1:2 mm longa, laciniae aeutiuseulae minore 
e parte obtusiusculae, stamina 5 basi annulato connata. 

Oetera ut in A. microspermo Waldst. et Kit. — a quo foliis ma- 
ioribus, subsagittato hastatis, semper dentatis, tenuibus, dilutioribus, 
longius petiolatis, braeteis exaete rhombeis angustioribus acuminatis 
integris aut integerrimis ete. et loco natali distinguitur. De cetero 
propius videtur A. calotheco (Rafn.) Fries, a quo imprimis braeteis 
integris rhombeis differt. 

Brody, ad fossas cum aqua stagnanti in terra humida pingui 
herbida uno loco frequens. rarius in hortis locis umbrosis herbidis. 
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62. M. M. P. RUDZKI m. c. Uwaga do rozprawy mojej pod tytulem „La 
gravité etc....* [Bulletin Acad. des Sc. Crac., Octobre 1907, pp. 937 — 958]. 
(Remarque au sujet de mon mémoire „La gravité à Cracovie, 
S. Francisco ete.“ ... [Ce Bulletin, Octobre 1907, pp. 937—958]. 


M. F. R. Helmert m'a fait observer qu'en rapprochant les eita- 
tions à la page 937 et à la page 956 du dit mémoire l'on pourrait 
croire que les remarques se trouvant aux pages 956 et 957 se 
rapportent à sa méthode dite de „condensation“. Je tiens à souli- 
gner qu'une pareille supposition serait entiérement erronée. Les re- 
marques que j'ai faites aux pages 9506— 957 se rapportent exclusi- 
vement aux valeurs de la gravité tirées du Rapport présenté par 
M. Helmert en 1901 à la Commission Geodésique Internationale, 
eité d'ailleurs au bas de la page 956. Ces valeurs, il est vrai, ont 
été réduites par M. Helmert mais non d'aprés sa méthode de con- 
densation; elles ont été réduites à l'aide d'un procédé semblable 
au proeédé autrefois proposé par Bouguer et qui ne constitue que 
le premier pas vers la réduction de condensation. 
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(pars 1. et 2.), Leges, privilegia et statuta civitatis Cracoviensis 1507—1795 ed. Piekosifiski. 4o SCH 


Vol. X, Lauda conventuum particul-fium terrae Dobrinensis ed. Kluczycki. 10 c. — Vol. XI, 
Acta Stephani Regis 1576—1586 ed. Polkowski. 6 k. N 
Monumenta Poloniae historica, in 8-vo impa vol. IH— VI. — 102 k, 


“Acta rectorália almae universitatis Studii. Cracoviensis inde- ab anno 


»Starodawne prawa polskiego pomniki.« /Anciens monuments du ates] polonats 


n 4-to, vol. II—X. — 72 k. A 3 
Vol. II, Libri iudic. terrae Cracov. saec. XV, ed. Heleel. 12 k. — Vol. IlI, Correc- 
tura statutorum et consuetudinum regni Poloniae a. 1532, ed. Bobrzyfiski. 6 k, — Vol. 1V, Sta- 


tuta synodalia saec. XIV et XV, ed. Heyzmanm. 6 k. — Vol. V, Monumenta literar. rerum pu- 
blicarum saec. XV, ed. Bobrzyfiski. 6 k. — Vol. VI, Decreta in "judiciis regalibus a. 1507-1531 


ed. Bobtzyfiski. 6 k Vah VII, Acta expedition. bellic. ed. Bobrzyfiski, Inscriptiones cleno- 
diales ed. Ulanowski. 12 k. — Vol. VIII, Antiquissimi libri iudiciales terráe Cracov. 1374— 
1400 ed. Ulanowski. 16 k. — Vol. IX, Acta iudicii feodalis superioris in SEN Golesz 1405— 
1546. Acta iudicii criminalis Muszynensis 2047 776% 6 k. — Vol. X, p. x. Libri formularum 


saéc. XV -ed. Ulanowski. 2 k. 
Volumina Legum. T. IX. 8-vo, 1889. — 8 k 


— 


See mathématiques et naturelles. 


»Pamietnik.« T Mémoires), in 4-to, 17 volumes (EX VIII, 178 planches, vol. 17 


épuisé). — 170 k. 


»Rozprawy i sprawozdania z Sosiedzéf: « (Séances et travaux), in 8-vo, 41 vol, 


he — 376 k. S 


»Sprawozdania komisyi fizyograficznej.« (Comptes rendus de la Commission de 


physiographie), in 8-vo;- 35 volumes (III, VI — XXXIII, 67 planches, vol. I. II. IV. Kë 
épuisés). — 274 k. 50 h. 


»Atlas geologiczny Galicyi. e (Atlas UE de la Galicie), in fol. „12 livrai- 


sons (64 planches) (à suivre). — 114 k. 80 h. 


»Zbiér wiadomosei do antropologii krajowej.« (Comptes rendus de la Commission 


d'anthropologie), in 8-vo, 18 vol. IH—XVIII (100 pl., vol. I épuisé). — 125 K 


»Materyaly antropologiczno-archeologiczne i etnograficzne.« (Motérious anthro- 


pologiques, archéologiques et ethnographiques), in 8-vo, vol. I—V, (44 planches, 10 cartes 
et 106 gravures). — 32 k. H 


/ 
/ pe 


~ 


Świętek 3% »Lud nadrabski, od Gdowa po Bochnią. « « Ves populations riveraines 


de la Raba en Galicie), in 8-vo, 1894. — 8k. Górski K., »Historya piechoty polskiej« 
(Histoire de } infanterie polonaise), in 8-vo, 1893. — 5 k. 20 h, »Historya jazdy pol- 
skieje (Histoire de la cavalerie polonaise), in 8-vo, 1894. — 7 k. Balzer O., »Genea- 


logia 


Piastöw.« ie des Piasts), in 4-to, 1896. — 20 k. Finkel L., »Biblio- ` 


grafia historyi polskiej.« (Bibliographie de Phistoire de Pologne) in 8-vo, vol. I et I 
p. i—2, 1801—6. — 15 k. 60 h. Dickstein S., »Hoéne Wroński, jego "iycie i dzie- : 
la.« (Hone Wroński. sa vie el ses oeuvres), lex. 8-vo, 1896. — 8 k. Federowski M., 


v Lud / 
13. k. 


1873 


demie 


bialoruski.e (L’Ethnographie de la Russie Blanche), im 8-vo, vol. I—Il. 1897. 


———— 4 N 


~ »Rocznik- Akademike [Annuaire de l'Académie), in Se Ge 25 vol. 


épuisé) — 33 k. 60 h: 


»Pamietnik 15-letniej dzialalnosci Akademii. « / Mémosre sur M: travaux de P-Ara- ^ 
1877—1888). Ser 1889. — 4 k. 
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